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dx-完 dXA- (dX ･孟 )p(x7t,
(2･10)
(2 .l l )
(2.12)
と表される.大文字の添字 Aは Lagrangeラベル X に対して用いる.また,同一項に同
じ添字 Aが 2度あらわれるときには,Aについて 1から3まで和をとるものと約束す
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p(X,0) -i p(X,i) (2.15)
となることも (2.12)より直ちにわかる･これを Cauchy積分という･
見方を換えると,Helmholtzの定理は,(2.ll)において Wと u が無関係であるとして
ち,任意のベクトル場 u に対して成立する.ただし,渦度 L)は ソレノイダル ･ベクトル
場 (2.9)であるとする･この場合でも,(2･11)の積分は (2.15)である･定義 (2.1)から,
ptは u によって生成される微分同相写像である･さらに,質量保存則 (2･4)もながれ写
像 ptの詳細によらずに成立する.ここで,あらためて,凍結場を定義しておこう.
定義 D上で定義されたスカラー場 p(x,i)とソレノイダルなベクトル場 LA)(x,i)が,D
の任意の自己微分同相写像 ptに対して,(2.4)と (2.15)をみたすとき,これらを
凍結場 (frozen-inJield)とよぶ･























流れ ptによって変形を受ける無限小流体要素の体積 dV(i)の時間変化率 DdV/Dt-
(∇･u)dVと (2.13)とを組み合わせると,無限小流体面要素の面積ベクトル dS -ndA
の時間変化率が
芸 dS i -(∇･u)dSi- d堵 (2･16)
と導ける [7]･ここで,nは勝手に選んだ単位法線ベクトルである･これを用いると,疏
体粒子からなる任意の向きづけられた曲面 S(申 こ対して,























クトル ･ポテンシャル V(x,i)の循環 Il(C(i))を次式によって定義する･
I'(C(i)):-fc(i)
V･dx. (2･22)
閉曲線 C(i)を流体粒子からなる曲面 S(i)の線 (S(i)-∂C(i))にとって,(2.18)に対し
て Stokesの定理を適用すると,




- ¢ V(X,0)･dX. (2.23)
を得る.この形の循環定理は,任意の微分同相写像 ptに対して成立することに気づかれ
たい.当然,V(a,i)-u(x,i),したがって Vが Euler方程式 (2.8)にしたがう場合も含
むが,もっと一般的な状況を考えている.
では,拡張されたダイナミックスとはどんなものであろうか?ベクトル ･ポテンシャル
Vの発展方程式を導いてみよう.変数変換 x - p(x,i)を施すと,(2.23)の左辺は
fc(0)V(p(x,i,,i,･卦 xA (2･24)




-vA(X,0)+∂XA nー＼~-7〉′ ∂xA (2.25)
4渦度 2次形式 (2.35)を用いると,(2.18)はコンパクトにp吉(W)-LJとかける (式 (2.36))･これを座
標を用いて書き下し,(2.4)を利用して簡単化すると(2.15)に到達する･
- 420 -
｢summerschool数理物理 2003 -流体力学 ･乱流の数理-｣
という関係が成り立つ.これはCauchy積分 (2.15)のベクトル･ポテンシャル版とみな
すことができる.関数 xの存在は,Vがゲージ変換の自由度をもつことと符号する.変
数 (x,i)を互いに独立とみて (2.25)をtについて偏微分する･速度場の定義 (2.1)を代
入して,さらに変数変換 X-pl1(x)を施すと,V(x,i)の発展方程式


































とかける･そのベクトル ･ポテンシャル版 (2･25)の両辺に ∂931/∂xj-∂XA/∂xjをかけ
ると(添字をつけなおした後),
vti-VoB箸 + 釜 (2･31)
となる.この 2つの式を辺々かけて iについて和をとると,VとW との内積の時間発
展が
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となる･ここで,Eijkは完全反対称テンソルである:(ijk)が (123)の偶置換なら1,奇置
換なら-1,それ以外では O.すると,質量保存則 (2.4)および cauchy積分 (2.15)は,微
分同相写像 pl:D-7)による引き戻し (-変数変換)pt'を用いて,
pt'(pp)-PFL,Pl*(u)-L)


















とやった方が直接的である.式 (2.40)が (2.25)に,(2.41)が (2.32)に対応する.
Euler-Poincar6方程式 (2.26)という拡張されたダイナミックスよりも,そこにおいて




























街域 Dの自己微分同相写像 pt(x)- p(x,i)と関数夢(X,i)の汎関数として,ラグラ
ンジアンLおよび作用汎関数 Sを
Llpl,15]
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領域 Dの微分同相写像 x-pt(x)の逆写像を IL:-打 1:D- D,あるいは計算
の便宜上 x -l(x,i)とかこう.これは,流体粒子の時刻 tにおける位置 x から時刻
i-Oの位置 X への写像なので,l(x,i)を Lagrangeラベル関数とよぶ.第 Ai成分
をalA(x,i)/axiとする 3×3行列を D とかこう.その行列式 D:-detf‖ま,D-1/J


















警 濃 箸 -o (3.8)





補題 Lagrangeラベル関数の変分 6lA に応じた速度場の変分 6uiは次式で与えられる.
6ui- -(A-1,iA(孟 + u3･i )6lA･ (3･10,
証明 /＼
定義 bb -1-Iより,6(か 1)iA- -(Dl1)iB6DBj(Dll)jAである･ここに,Iは 3×3
単位行列である.これを用いると,(3.9)の変分は
6ui- -(か 1)iA; 6lA I(か 1)iB6DBj(か l)jA筈















をみたす 61および 6pに関してとる.公式 (3.10)と (3.13)利用して部分積分を行うと,
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を用いる必要がある9.残った体積積分は
(孟 +uji )(bl iA-孟Ix
などを用いると,最終的に
∂pi(X,i)
aXA 芸 (叫 kA (3･16)
6S -/.tldt/,(D(A-1,iA6lAl芸 (去芸)+去芸 語 +孟(p一芸 )]
+6p(1ID)〉dV (3.17)
のようにまとめられる.こうして,次の結論に導かれた.
定理 境界条件 (3.14)をみたす変分 61および 6pに関して,作用 Sが極値をとるため
の必要十分条件は,£および βがつぎの方程式系をみたすことである.
芸 (去芸 )+去芸 謡 +孟 (p-芸 ) - 0, (3･18)
β - 1. (3.19)
2番目の式は (3.5)とあわせると,仮定 2(式 (3.1)),すなわち非圧縮の条件を与える.1
番目の方程式 (3.18)にラグランジアン密度 £の具体形 (3.7)をはうりこむと,期待通り,
Euler方程式 (2.8)になる･では,ラグランジアン密度をとくに指定しないとき,どのよ
うに見えるだろうか?
vi:- 去 auLi (3･20)











9xA-lA(x,i)によって,dSA:-喜eABCdXB∧dXcの変数変換 X - ∬を行うと,(315)が導ける･
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等 o(pt｡n)ll- 箸 ｡pt-1 (3･24)
を意味する･x(i)-pi(X)-pt｡77(Y)と,現在の位置 x(i)が共通でありさえすれば,
ptを用いようが,pt｡7を用いようが同じ速度場 u(a,i)を与えるという内容である.撹
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と一致させ,主慣性モーメントの各成分を Il,I2,I3とする.物体系では,これらは定数
である.剛体の角速度の物体系での表示を O-(01,02,03)とすると,0まわりの角運
動量の物体系での表示は M - (Ilnl,I202,I303)と簡単にかける.
原点が 0と一致し実験室に固定された直交座標系 x- (xl,x2,X3)を実験室系あるい













扉 1 - (I,- I3)n2n3,
I202 - (I,-Il)0301,
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剛体運動の配位空間は SO(3)であって,その Lie環 so(3)上でいきなり変分をとった
ところに無理がある.角速度の変分 6mは自由ではない.角速度は 自=RI11hこよって
SO(3)の元 Rと束縛されている･この束縛条件を破らないよう,変分 6mを Rの変分
6Rと関係づけてとらなければならない.












物体系の角速度 (3.26)は時間によらない SO(3)の元 Aによる左移動 R(i)- AR(i)
で不変である.したがって,ラグランジアンもSO(3)による左移動に関して不変である･






∑(tl)-0をみたす ∑(i)を用いて (3.34)の形であらわされる変分 6nに関して,




















以上の内容を一般の Lie群 Gとその Lie環 gにまで拡張することはむつかしくな
い･Lie括弧 [,]をもつ Lie環 9の元 E,r7をとってきたとき,9上の随伴表現 (adjoint
representation)adE:9- gが,adE7:-[E,7]で与えられることを思い出そう.gの双





















6SlE･-I.tl(蛋,6E)di-I.tl(笠井- 車 -o (3･42)
において,部分積分を行うだけである.
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□








が自明な運動 u ≡oLか生まないという事情は剛体のときと何ら変わりはない (式 (3.32)
参照)･Dif(D)の Lie環Q(D)の元である速度場 u(x,i)の変分 6u(x,i)を自由にとった
ところに問題がある.あくまで配位空間 Dif(D)上の ptの変分に従属させなければなら
ない.
D上のベクトル場 V のベクトル場 u に関するLie微分は







































芸 - (孟 ･Lu)S- 0 (3･51)
を仮定しよう.すなわち,仮定 1に代わって,
































∂w , , ∂w






15これは (3.10)とは異なる.(3.10)では現在の位置 xを固定して LagrangeラベルX を変化させてい




なる変化 α- α+∂αが起こらなければならない.密度 βについて書き下すと,
6p--V･(pw) (3.60)
ということである.変分 (3.58)と (3.59)のいずれも,Dif(D)上の変分 6ptからW :-
6ptopt11とおくことで直接導くことができる･これで準備が整った･





境界条件W(to)- W(tl)-0をみたす W(i)(∈Q(D))を用いて (3.58)の形で規
定されるQ(D)上の変分 6u,および (3.59)の形で規定される V*上の変分 6aに
関して,作用 Slu,a]:-Itt.lelu,a]dtが極値をとるための必要十分条件は,u(x,i)
が偏微分方程式
孟 芸 +adL芸 一芸◇a-o (3･61)
をみたすことである.これをEuler-Poincar6方程式とよぶ.
証明











等エントロピー流体においては a -pdVで,(3.56)および (3.52)より,
堅 =土u2_◎_
･'t/, 'J 箸 昌 u2-0-W-¢
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を得る･Euler-Poincar6方程式 (3.61)に (3A8)と(3.64)を代入し,さらに連続の式 (2.6)
も組み込むと,第 i成分が
孟(三豊)+(u･∇)(三豊)+三芸 謡 一 芸 -o (3･65)
と計算できる.この段階で,
(3.66)














































芸 +(h･V)U･(U･∇)i+20x包ニ ∇ーP, (4･1)






























































i(x ,i)-a (eX , et)exp 4,(ex , et)
丞 x,et)-一品 頼 ,et)-


























究は日本学術振興会 ･科学研究費補助金 基盤研究 (C)(2)より援助を受けている.
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